
��� �� � � �� � � �� 	 �
 
 � ��  � � 	  �� �

��� � �� ���� � � � ��� �� ��� ! � �� � �

"� #� $ %�& '(�)  *) )



� � � �

• � � � ��� �� � !� � � ! � $

• �( # �( ) �) � �) � � $) � �& �) � � !
	 � �) ! � � � 	 � � � & $ � !� �) � �

• ) $)  � � !��) � � � � �� !
	 � �) � � � ��� �� � !� � � ! � $

• �)  �) � � � $ �) �  $ ! $� � � � � ! �( 	

• �) � �) � � $) � �& � � �& $ � � � ')  $) � 	 � �( ! $) � � $ �

b

�



� � � �

• �) � �) � � $) � �& � � �& $ � � � ')  $) � 	 � �( ! $) � ��� ! �(

b

�

• " � � $ � �& $ �

• �) � �) � � $) � �& � � �& $ � � � "� % � � ! �(

b

• � � � � �� �) � $� � # � ! � � � �) � �) � � $) � �& �)   � 



�� � � 	 	 �  � � � � � �

�) ! $ � �� & �) �( ) !� ) � � � � � � ��� �� � !� � � ! � $ � �) � �) � � $) �

�& � ! $ ! � �) � � ) 	 ) � � 	 � �) �( �� �( � � �(�) �) � �) � � $) �

�& �) � � !
	 � �) ! � � � 	 � � � & $ � !� �) � � �) �( ) $ �( �� � �)  !) �

� �� � � �� ! 	 � � ! � $ � � $ � � �& $ � � � $ �( ) �) � �) � � $) � �& �)  �

 � �( � � �  ) & �) � � � � �	 � & �� � ! � $� � ) � � !) $ � #� � ! � �

�( ! � ! � �( �� $ � � �) � � �� �� & �  ) � � � � � �( ) $ � � �( ) "� %

� � � � �& $ � � ! � $ � �) �� � �) � # ) � � � ! $� ! $ � � � � � �� �)

� $� � # � ! � �( ) �) � �) � � $) � �& �)   � ! � $ � � � � !� $ ! � �� $ �� #

�) � �)  ) � � !
	 � �) � �) � � ) � �) � )   � �( � $ ! � �(�) � � ! $ ! $�

)   � �



� � � � � �� � � � � 	  ��

 ! �) $

S` � { �

x � , y � �

, ...,

�

x`, y`

�}� � $ � � � � ! �( 	 ! �� 	 � � � ! $�

� �	

S → fS � �) � �& � � � ! ') � � 	 ) � �&  ) �( ) � ) $)  � � !�� � � ! � $

)   � �
� � � ��� �� � !� � � ! � $ ! � � $) � � � �� � ( � � � � �( ! �� � �)

` − p�� 	 � �) � � � � $ � �( ) �& $ � � ! � $

fS`−p�
%) � �&  ) �( ) )   �  � �)

� $ �( )  ) 	 � ! $ ! $�

p

�� 	 � �) �
e � �
�

p

∑

i∈Sp
V

�
fS`−p

�

xi

�

, yi

�

.

�) � ) � � �( ! � � � �) � &  )

N
� ! 	 ) � � $ � � �	 � & �)

�

e �
�

N

N∑

i � � ei.

� � � ) �& � � # �
e

! � � � � �� 	 ) � �&  ) � � � ) $)  � � ! � � � ! � $)   � � �

fS �



� ��� �� �� ��� 	
 � � 	� � �   	  ��� � ��� 	� � � 
 � � � � � �

� � � �& $ � � ! � $

f `S

I

�

fS`

� �

∫

x,y
V

�

fS`

�

x

�
, y

�
dP

�
x, y

�

L �

S`

� � ∑̀

i � � V
�

fSi
�

xi

�
, yi

�

.

� �� 	 � � �& $ �� � � � ! � � � � ' #

� ( ) �) � �) � � $) � �& �) � � !
	 � � � ! � � � 	 � � � & $ � !� �) �

�
`

� � �� L �

S`

� � � � I

�

fS`

�

.



� �� ��� �� � � 	 
 ��� 	� � �   	  ��� � � � 	� � � 
 � � � � � � � �  	 	 � �

�

`

� � �� L �

S`

�� 	 �

�

`

� �

∫ `

� �

∑

i 
�

V

�

fSi

�

xi

	

, yi
	

dP

�

x� , y� 	

...dP

�

x` �� , y` �� 	

�

�

`

� �

∫ `

� �

∑

i 
�
�

V
�

fSi

�
xi

	

, yi

	

dP

�

xi, yi

	 	

dP

�

x� , y� 	
...dP

�

xi−� , yi−� 	

dP

�

xi � � , yi �� 	

...dP

�

x` �� , y` � � 	

�

�
`

� � ��

�̀ �
∑

i 
�
V

�

fSi

�

xi

	

, yi

	 � I �

fS`

�

.



� 	� �� � � 
 � � ��� ��� �� � � 	 
 � � �   	  ��� � 
 �� 
 �  � �

� � � � 
 � �� �

� $ � ) $)  � � � � � �	 � & �) �(�) �) � �) � � $) � �& �)   � � $) $) ) � �

� � � � ! $ � $

`

� � ! $ ! $� �) � � � � � !��)
` − � � � ( ! � �� $ �� ')

� � � � � � � !
	 ) � � ( ) � �� � �� ! $� �� !� ) � �( �� ( �� � $) �� $) ! �( )  

& � � )  � � �& $ � � � � � � � !
	 � �) �(�) �) � �) � � $) � �& �)   � & � ! $�

� �& $ � � ! � $ � � ! $) � � $ � � �̀ �� 	 � �) ��



�� �� � � 	 
 � � 	� � �  	� �� � � � � � � � � 	 


 ! �) $ �( ) ��  !� � ! � $� � � � ��) 	

	 ! $

f∈H

�

`

∑̀

i � �
�

f

�

xi

� − yi

� � �

λ||f ||
�

K.

�) ' $ �� $ �( ) � �� & � ! � $ ( � � �( ) � � 	
f

�

x

� � ∑̀

i � � ciK
�

x,xi

�

,

� ( )  )

c � �
K

�

λ`I

�− �

y.

� � � ) �� � �

Q � �
K

�
λ`I

�− � �(�) $ �( ) �) � �) � �& �� �& �)   � ! �

IS

�
fSi

� �
�

`

∑̀

i � �

(
yi − fS

�

xi

�

� −Qii

) �

.



�� �� � � 	 
 � � 	� � �  	� �� � � � � � � � � 	 
 � �  	 	 � �

�) � ) � $) �(�) �) � � � 

y∗ � ( )  )

y∗j

� yj

! �

j 6 � i � $ �
y∗i

�

fSi

�

xi

� �
�) �� $ �( ��

fSi

�

xi

� � ∑̀

j � � Qijy
∗
j .

� ��

fSi

�

xi

� − yi � ∑̀

j � � Qijy
∗
j − yi

� ∑

j 6 �i
Qijyj

�

QiifSi

�

xi

� − yi
� ∑̀

j � � Qijyj − yi

�

Qii

�

fSi

�

xi

� − yi

�



�� �� � � 	 
 � � 	� � �  	� �� � � � � � � � � 	 
 � �  	 	 � �

� fS

�

xi

� − yi
�

Qii
�

fSi

�
xi

� − yi

�

.

" �

yi − fSi
�
xi

� � yi − fS

�

xi

�

� −Qii
.



� � 
 �  � � ��� � � � � �  	 � �� � �� �  	� �� � � � � � � � � 	 


� � � �	 � & �) �( ) � � � ��� �� � !� � � ! � $)   � � ) $) ) � � � ! $ �)  �

�( ) 	 � � ! � K

�

`λI � ( ! �( �� $ �) ) � � ) $ � ! �) � � � �	 � & �) �

� $ � � � �� !
	 � � ! � $ � � �( ) � � � � �� !� � � ! � $)   � ! �

IS

�

fSi

� ≈

�

`

∑`
i � � �

yi − fS

�

xi

� � �

� � − `−

� � 

Q

� � .

�) �� $ � �	 � & �) �( ) � � �) � �

Q

� �	 �( ) ) !� ) $ �� � & ) �� µi�� �

K

�

`λI
� 

Q � ∑̀

i � � µ
− �

i .



��  �� � �  	 
 � ��� � � �� � 	� 
 �

� � �& 	 ) � ) �  ) � ! �) $ � � � �� �) �

{ �

x � , y � �

, ...,

�

x`, y`

�},

� ! �(

xi ∈

� �n � $ �

yi

� {− �

,

�}� � ( ! � ( ! � � ��� �� 	 ��
 � �� � 	�  � ��� ( ! � 	 ) � $ � �( � � �( )  ) ) � ! � �

w ∈ � �n �& �( �( � �

�

w>xi

�

yi >

�

, i � �
, ..., `.

� �� 	 � � � � � )  �) � � � $ �� $ �) � �  � �) � � ! $) �  � # �) � �  � ��)

� � �� �) � ! $ � � $ ! �) $& 	 �)  � � � �) � �

τ � % � ) � �)  � ! �

R

! �

�( ) � �& $ � � $ �( ) $ � 	 � � �( ) � � ! $ ! $� �) � � � � � $ �

ρ

�(�)

� ! � �� $ �) � � �( ) �� � �) � � � � ! $ � � �	 � �) � �  � � ! $� ( #� )  � ��� $) �

� ) ( � �)

τ ≤ R

�

ρ

�



� � � � �

�) � �

w

�) �( ) & $ ! � $ � 	 � � �) � � � � �� ( #� )  � ��� $) �) � �  � � ! $�

�( )

`

� � �� � ! �( $ �)   � � � $ � �& �( �( � � �(�) � ! � �� $ �) � � �( )

�� � �) � � � � ! $ � ! �) � & � � � �

ρ� � � � !
	 � � ! � ! � # � ) � � �& 	 ) �( � �

�( ! � ( #� )  � ��� $) � �) � �(  �& � ( �( ) � !� ! $ � � � �( ) � � $ � � � ! $ �

� $ �( ) 	 ! $ ! 	 � � � ! � �� $ �) � ) ( � �)
yi

�

w>xi ≥ ρ >
�

, i � �

, ..., `.

" ��  � ! $� � ! �(

w

�� � � � � � ) ! $ � �� & �) �(�) � �� � �� ! $� �) �  $ ! $�

 & �) �

w

�

t

� � � � w

�

t

� �

yixi

! � �(�) � � ! $ �
xi

! � 	 ! � ���� � � ! �) � � #

w

�

t

� � � 

w

�

t

� � � � w

�

t

�

� �( )  � ! �) �



� � � � � � � �� 	�
�

�

� � �)  

τ

& � � � �) � � ) �� $ �  ! �)

w

�

τ

� � ∑

i

diyixi

� ( )  )

di

� ) $ � �) � �( ) $& 	 �)  � � � !
	 ) � ! $ � ( ! � (

xi

� � � 	 ! ��

���� � � ! �) � � �)  � � ! $ ! $� � � � �( ) � � ! $ � � �  ) �  � � $ � $ � �	 � #

� �	 ) � � �( )

di

� �& � � �) �)  � �& � � ) �&  ) � # ( � �)

∑
di

� τ.

� �� � � ! $ �) ‖ �

w‖ � � � �� ' ! $� �( ) � � � � �� & � � �) �� ) ) $ �

w

� $ �

w

�

τ

� � ) � $ � �( ) � �� � �� ! $� � �& $ �

‖w

�

τ

�

‖ ≥ |w

�

τ

�> �

w| � |
∑

i

diyix
>
i

�

w| ≥ τρ.

� ( )  ) � � ) � ‖w
�

τ

�

‖ ! � � �& $ � ) � � �	 �) � �� � # � �& $ � � ! � $

�  �� ! $� � ! $) �  � # � ! �(

τ �



� � � � � � � �� 	�
�

�

� � � � $ � ! $� �( ) �� & �  ) � � ‖w

�

τ

� � �

‖ � ) � $ �

‖w

�

τ

� � �

‖

� � ‖w

�

τ

�

‖

� � ‖xi‖
� � �

yix
>
i w

�

τ

�

.

� �� � � � � � �

i � �

, ..., ` ‖xi‖ ≤ R
� $ � �( ) � � � � � �� & � � ! �

$ � � � � � ! � ! �) � �) �� & �) �( )

i� �( � � ! $ � ( � � �) ) $ 	 ! � ���� � � ! �) � � �� ( )  ) � � ) � � �) � �( � �) � ! $ � ( ! � ( � � �  ) � � ! � $ �� ') � � ��� �) ��( ) �� & �  ) � � �( ) $ � 	 � �
w

�

τ

� � �) � $ � � ! $ � ) � �) � # 	 � )

�( � $

R

� �



� � � � � � � �� 	�
�

�

� ( )  ) � � ) � � � �)  

τ

� �) � � ‖w

�

τ

�

‖

� ! � � �& $ � ) � � �	 � � � �) � #

� �& $ � � ! � $ �  �� ! $� � ! $) �  � # � ! �(

τ � � 
‖w

�

τ

�

‖

�

≤ τR
�

.

� �	 � ! $ ! $� �( ) �� � � �& $ � � � ) � $ �

τ

�

ρ

�

≤ ‖w
�

τ

�

‖

�

≤ τR

�

,

� ( ! �( ! � � � � $ � � � ! � � ! � $ & $ �) � �

τ ≤ R

�

ρ

�



� 	� 
 � � 
 � � �� ��� �� � � 	 
 � � 	� � �   	 

� � �) �( � � �( ) $& 	 �)  � �)   � � ! $ �( ) �) � �) � � $) � �& � � � �) �

� &  ) ( � � � � �) �	 � � �)  �( � $ �(�) �( ) $& 	 �)  � � � �  ) � � ! � $ �

τ

�(�) � )  �) � � � $ 	 � ') � � �
IS

�

fSi

� �
�

`

∑̀

i � � θ
�−yifSi

�

xi

� � ≤

�

`

R

�

ρ

� .

� $) �� $ � � � � # �( ! � � �& $ � � � � "� % �( � � ! � �) � �  � ��) � $ �

( � � $ �

b

�)  	 �



� 	� 
 � � � � � � � � 	 
 
 � � � �  	 � � � � � 	  � � � � � 	 �

� ( ) �) � �) � � $) � �& �)   � � � � "� % �� $ �) � �& $ � � # �( )

$& 	 �)  � � �& � � � � �) � � � �

N

IS

�

fSi

� ≤ N

`
.

" ! $ �) �(�) "� % � �� & � ! � $ ( � � �(�) � � 	

f

�

x

� � N∑

i � � ciK

�

x,xi

�

,

� ( ) $ � )  ) 	 � �) � $ � $ �& � � � � �) � � � $ � �( ! $� �( � $� ) � � �

�) � � ! $� �& � �( � � � � ! $ � � �& � � ( � �) $ �) �) � � � $ � � �&  � � #�� � � )  ) 	 � �) � �& � � � � �) � � � � ) � !
	 � � # � � �& 	 ) �( � � � $

)   � ! � 	 � � ) �



� 	� 
 � � 	  � � � � � � � � 	� � �

b

�� �

� � � "� % � ! �( �& ��

b

�)  	 � � ! $) � � $

`

� � ! $ � � �(�) � �� & � ! � $

( � � �( ) � � 	

f

�

x

� � ∑̀

i � � ciK

�

x,xi

�
.

� � �& � ( � $ � � � � ! �( 	

�

`

∑̀

i � � θ

�−yifSi

�

xi

� � ≤

�
`

∑̀

i � � θ
�−yi

�

fS

�

xi

� − ciK

�

xi,xi

� � �

,

� 

fS

�

xi

� − ciK
�

xi,xi

� � ∑

j 6 �i
cjK

�

xi,xj

�

fSi

�

xi

� ≥ ∑

j 6 �i
cjK

�

xi,xj

�

θ

�−yifSi

�

xi

� � ≤ θ

�−yi
∑

j 6 �i
cjK

�

xi,xj

� �

.



� 	� 
 � � 	  � � � � � � � � 	� � �

b

�� � � �  	 	 � �

� ��� ��� � � 	 �
 � 	 �� � � ��� � �� � � ��� 	 �� � � ��� ��� �� � �� �� �� � � �� � ���

	 �
��

`−i
J`−i

��

`−i

	 � ∑

j 6 
i
αi −

�
�

∑

j,k 6 
i
yjykαjαkK

�

xi,xj

	

.

� � ��  �� � � ��� � � � � 	 � �

α∗i

�� � � ���
`

� � � � � �� � � ��� 	 �� !� � � � � � �� � � ����� � � � � � �" 	 �
 � 	 � � � � � � � �� � � �� 	 �� !� 	 �� �� � ��� � � 	 � � � � �" � ∗
`−i

	 �
��

`−i
J`

��

`−i

	 � J`−i
��

`−i

	 − α∗iyi
∑

j 6 
i
αjyjK

�

xi,xj

	

.



� 	� 
 � � 	  � � � � � � � � 	� � �

b

�� � � �  	 	 � �

��  � � � � ��� �� � � � � � � " � �� � � ! ��

J`

�� ∗
`−i

	 ≥ J`

��

`−i

	

J`−� �� ∗
`−i

	 ≤ J`−� ��

`−i

	

� � � � � � ∗
`−i

� � � � ��� � � � � 	 � �

`− i � � � � 	 � �� � � � � �  � �" � � � � �
`

� � � � �� � � �

�

`−i

� � � � ��� � � � � 	 � �

`− � � � � � 	� �� � � � � �  � �" � � � ���
`− i � � � � ����

�� ! � � � � � � � � �� � ��� �� � � � � � � "

J`−i

�� ∗
`−i

	 − α∗iyi
∑

j 6 
i
α∗jyjK

�

xi,xj

	 ≥ J`−i
� �

`−i

	 − α∗iyi
∑

j 6 
i
αijyjK

�

xi,xj

	

α∗i yi
∑

j 6 
i
αijyjK

�

xi,xj

	 ≥ α∗iyi
∑

j 6 
i
α∗jyjK

�

xi,xj

	 �

J`−i

� � i
`−i

	

−J`−i

�� ∗
`−i

	

≥ α∗iyi
∑

j 6 
i
α∗jyjK

�

xi,xj

	

.

��

α∗iyi
∑

j 6 
i
αijyjK

�

xi,xj

	 ≥ α∗i yi
∑

j 6 
i
α∗jyjK

�

xi,xj

	

fSi

�

xi

	 ≥
∑

j 6 
i
cjK

�

xi,xj

	

.



� 	� 
 � � 	  � � � � � � � � �

b

�� �

� � � "� % � ! �( �

b

�)  	 � � ! $) � � $

`

� � ! $ � � �( ) � �� & � ! � $

( � � �( ) � � 	

f

�

x

� � ∑̀

i � � ciK

�

x,xi

� �
b.

� � �& � ( � $ � � � � ! �( 	

�

`

∑̀

i � � θ

�−yifSi

�

xi

� � ≤ |{i � �

αiR

� �

ξi ≥

�}|,

� ( )  )

R ≥ K �

x,x

� −K �
x, z

� � � � � �

x, z�

�)  ) �( ) � & � � 	 � � ! 	 !�� � � ! � $ � � ��) 	 ! �

	 � ��

`−i
J`−i

��
`−i

� � ∑

j 6 �i
αi −

�
�

∑

j,k 6 �i
yjykαjαkK

�

xi,xj

�

,

�& � *) � � � � ∑
j 6 �i yjαj � � � $ � � ≤ α ≤ C �



� � � 
 � 	� 
 �

� � �( ) �) � � � �& � � � � �) � � � � ) 	 � ! $ & $ �( � $� ) � & $ � )  �( )

�) � �) � � $) � �& � � � �) � &  ) �( ) $

yi

�

fS

�

xi

� − fSi

�

xi

� � � αiS
�

i ,

� ( )  )

Si

! � �(�) � ! � �� $ �) �) �� ) ) $ �(�) � � ! $ � � �

xi

� � $ � �( )

�) � �

i

�

i

�





∑

j 6 �i,αi> �

λj
� �

xj

�

,
∑

j 6 �i
λj

� �



 .

� �	 �( ! � ! � �� $ �) �( �� $

�
`

∑̀

i � � θ
�−yifSi

�

xi

� � �
�

`

∑̀

i � � θ

�

αiS

�

i −

� �

.



� 	 � � � � � � � 
 � ��� � ��� � 	  ��� �� � � 	 
 � � 	� � � � � �� � � 	 

� � �)  �� ! $ � #� ) � � �� � � � ! �( 	 �� '� �) �  ) � � �) !� ( � � � � � ) � �

� 	 � �) � ! � � � � �( �� $ �( � � �( ) � ) � !� � ! � $ �) �� ) ) $ �( ) �) � �) �

� $) � �& �) � � !
	 � � � � $ � �( ) ) � � ) � �) � )   � ! �

O

(√ �

n

) �& �

� $) �� $ $ � � � �& $ � �( ) � ) � !� � ! � $ �) �� ) ) $ � �) 	 � ! ! �� � )   � 

� $ � ) � � ) �) �) � )   � �

� ( ! � � �	 � �) � �(�) � �� � �� ! $� � & ) � � ! � $ � � �& � � � ���� � �) ��� � � � � � ��� ��� 	 � �� 	
 � � � � ��� � � 	 	 � � �� � � ��� � � � � 
  � � � � 	 � � � ��

� � � � 	 � � � � �� � � � � � � � 	 	 	 	 � � � � � � � � � � � 	 ��� � � � 	 	 	 	 �



� 
 � � � � �� � � � � � �

�� � � � ! � � � � � � � � � �� �� � �� �� �� � � � � � � 	 � �� ��� � � � � �" � �� ! � � � ��� �� � �� �� � � � � � � � � � � � � �" � � � � � � � � � � � � � 	 � �� � � � ��� � 
 �� ! �� � � � � � ��

�� � � �� � ! � ��� � ! � � � � � � � � � � � � 	� � � � � �

d

��

S

�

I

�

fS

� − IS

�

fS

� � ≤ �



√
d

� � � �

n
d

� � 	 � � � �

δ

n


 �

Mδ.

�� � � �� � ! � ��� � ! � � � � � � � � � � � � 	� � � ��� �
d

� � � 	 � � � ! � � � � � � � � � � � � � � ��

� � � � � �� � � � � � �

��

S

[ �

n

n∑

i 
�

V

�

fSi, zi

	 − IS
�

fS
�

]
≤ �



√
d

� � � �

n
d

� � 	 � � � �

δ

n


 �

Mδ,

��

S

[ �

n

n∑

i 
 �

V

�

fSi, zi
	 − I �

fS

�

]
≤ �



√
d

� � � �

n
d

� � 	 � � � �

δ

n


 �

Mδ.


