
����������� 

t 

f(t) ∗ g(t) = 
ˆ 

f(t − τ )g(τ) dτ 
0 

�� ��� ��� ������� t ∗ u(t)� ���� ���������� ������� q(t) ∗ u(t) �� ����� �� 
q(t)� 

t 
t∗u(t) = 

´ 
(t−τ )u(τ)dτ � ���� ���� ��� ��� τ �� ������� � ��� t� u(τ ) = 1� �� 

0 

t ∗ u(t) = 
´ t
(t − τ )dτ = t2/2� ���� ���������� q(t) ∗ u(t) = 

´ t 
q(t − τ)u(τ)dτ = 

0 0 ´ t 
q(t − τ)dτ �

0 

��� ������� u(t) ∗ t� ���� ���������� ������� u(t) ∗ q(t) �� ����� �� q(t)� 

������ ��� ��� τ �� ������� � ��� t� t − τ �� ���� �� ������� � ��� t� ���������� 
u(t) ∗ t = 

´ t 
u(t − τ)τdτ = 

´ t 
τdτ = t2/2� �� �������� u(t) ∗ q(t) = 

´ t 
u(t −

0 0 0 
t

τ)q(τ)dτ = 
´ 

q(τ )dτ � ���� ��� ������ �� ��������� ����� t − τ τ � �� ��� 
0 
t t 

→ 
u(t) ∗ q(t) = 

´ 
q(τ)dτ = 

´ 
q(t − τ)dτ = q(t) ∗ u(t)�

0 0 

���� �� ��� ���� �� t ∗ u(t) = u(t) ∗ t ��� q(t) ∗ u(t) = u(t) ∗ q(t)� �� ����� 
��� ����������� ��������� �∗� �� ������������ ������� ��� ��� f(t) ��� g(t)� 

t
f ∗ g(t) = 

´ 
f(t − τ)g(τ)dτ = g ∗ f(t)�

0 

������ �� ��� ����������� �������� p(D) ����� ���� ������� �������� �� ��� 
���� ���� �������� u(t)� �� ���� ��� ���� �������� u(t)∗q(t)� �� ��� ��������� 
���� �� ���� ����� 

�� ��� ������� ��� ��� ����������� �������� P (D) ���� ���� P (D)u = δ� ��� 
Du = δ� �� p(D) = D� ��� ��������� �� ���� ���� ������� x(t) = u(t) ∗ q(t) = ´ t 

q(τ)dτ �� ��� �������� �� Dx = q(t) ���� ��� ���� ������� ���������� �� ������ 
0 

d t
����� �� ���� ��� ���������� �� x(t)� ����� ����� �� ẋ(t) = 

dt (
´
0 q(τ)dτ) = q(t)� 

��� ��������� x(0+) = 0� ���������� x(t) �� ������ ��� �������� �� Dx = q(t) 
��� �� �������� ��� ���� ������� ���������� 

�� ��� ������ ���� f(t) �� ���������� �� t = a� ���� ������� ������ �� ���� 
�� ��� ������� f(t)δ(t − a)� 

�������� ���� δ(t − a) �� ���� ���������� ������ ��� t = a� �� ��� ������� 
f(t)δ(t − a) �� ���� ���������� ������ ��� t = a� ��� �� t = a� f(t) �� ������ 
f(a)� ���������� f(t)δ(t − a) �� ������ � ����� �������� �� a �� ������ f(a)� 
������� f(t)δ(t − a) = f(a)δ(t − a)� 

��� ������ f(t) �� ����������� ��� f(t) �������� ��� t < 0� ������� ��� 
f(t) ∗ δ(t − a) = f(t − a) ��� a ≥ 0� 

t 
= 
´ 

f(t − τ)δ(τ − a)dτ � �� �� ���� ��� �� ����� ��� ������� 
0

f(t) ∗ δ(t − a) ´ t
f(t − τ )δ(τ − a) = f(t − a)δ(τ − a)� �� ��� �������� ������� f(t − τ)δ(τ −

0 
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t t 
a)dτ = 

´ 
f(t − a)δ(τ − a)´ dτ = f(t − a) ́

 
δ(τ − a)dτ � ����� δ(τ − a) = 

0 0 

u�(τ − a)� ���� ���� a ≥ 0� t 
δ(τ − a)dτ = u(t − a) − u(−a) = 1� �� �� ���� 

0 
f(t) ∗ δ(t − a) = f(t − a)� ���� a = 0� f ∗ δ(t) = f(t)� �� ��� ����������� �� 
f ���� δ(t) ���� ���� �� f � 

�� ��� ������ ���� u(t)
ω
1 
n 
sin(ωnt) �� ��� ���� ������� �������� ��� D2 + ωn

2 I� 

������ x(t) = u(t)
ω
1 
n 
sin(ωnt)� �������� ���� t < 0� x(t) = 0� ���� t > 0� 

x(t) = 1 sin(ωnt)� ��� Dx = cos(ωnt)� D2x = −ωn sin(ωnt)� �� (D2+ω2 I)x = 
ωn n

0 ���� t > 0� ��������� ���� ���� �� ������ ���� x(0+) = 0 ��� ẋ(0+) = 1� �� 
x(t) ��� ��� ����� ������� ��������� �� t = 0� �� ���� ��� ���� ������� �������� 
��� D2 + ω2 I�n

��� ���� ��� �������� �� ẍ + x = sin t ���� ������� ��������� x(0) = ẋ(0) = 0� 
����� ��� �������������� 

��� ������� ����������� �� ��� �������� �� z̈ + z = eit� ��� �� �������� 
teit 

���� �� ��� ��� ���������� �������� zp = 
2i � �� ��� �������� �������� ��� � 

���������� �������� xp = Im(zp) = 
2 
t cos t� ��� ����� ��� ������� �������� �� 

t 
− 

1 x = 
2 cos t + c1 cos t + c2 sin t� x(0) = c1 = 0� ��� ẋ(0) = 

2 + c2 = 0� �� − −
c1 = 0 ��� c2 = 1 � ��� ��� �������� �� x = − t cos t + 1 sin t�

2 2 2 

��� ������� sin t ∗ sin t �� t = 2πn� ����� n �� � �������� �������� ���������� 
sin2 t = 1−cos(2t) ��

2 

�� ��� ���������� sin t ∗ sin t ������ �� ��� �������� ����� �� ���� �� ��� ����� 
�� t = 2πn �������� 

sin t ∗ sin t �� 2πn �� ����� �� 
´ 2πn 

sin(2πn − τ ) sin τdτ = 
´ 2πn 

sin2 τdτ = 
0 − 

0 ´ 2πn cos(2τ)−1 dτ � 
´ 2πn cos(2τ ) dτ = 1 (sin(4πn) − sin 0) = 0� �� ��� �������� �� 

0 2 0 2 4 
������ −1 2πn = −πn� ���������� sin t ∗ sin t �� 2πn ������ �� −πn� ���

2 · 
x(t) ���� ��� �� 2πn ����� ����� −2πn cos(2πn) + 1 sin(2πn) = −πn� �� �� 

2 2 
������� ���� �� ����� ����� 
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