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M = a1 ⊗ b1 + a2 ⊗ b2 + · · ·+ aR ⊗ bR
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T = a1 ⊗ b1 ⊗ c1 + · · ·+ aR ⊗ bR ⊗ cR

,"'�5'�8/��#�����!��x⊗ y ⊗ z " ��x(i)× y(j)× z(k)
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JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

A	  Dx	  Dy
-‐1	  A-‐1	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dy	  BT	  	  	  	  

Diagonalize	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )-‐1	  

15



F����
�������������
��

��	9�	 1-
� ��1-��

������	����,�)���9'�/������"%�#)�$0� �����(" 4#&�'� �������
�"%�#(�&�2�� "4�#�" �0#"=0���#(���&�)�� ��"� �


�2�0����,���'���'�9�/���:�����	9�+�����


�2�0����,���'���'���/���:�����	��+�����

	"�%�#�$"C���,���'���'�9�/���,���'���'���/1-�

16

16



F����
�������������
��


�2�0����,���'���'�9�/���:�����	9�+�����


�2�0����,���'���'���/���:�����	��+�����

	"�%�#�$"C���,���'���'�9�/���,���'���'���/1-�

17

17



F����
�������������
��


�2�0����,���'���'�9�/���:�����	9�+�����


�2�0����,���'���'���/���:�����	��+�����

	"�%�#�$"C���,���'���'�9�/���,���'���'���/1-�

	"�%�#�$"C���,���'���'���/���,���'���'�9�/1-�

18

18



F����
�������������
��


�2�0����,���'���'�9�/���:�����	9�+�����


�2�0����,���'���'���/���:�����	��+�����

	"�%�#�$"C���,���'���'�9�/���,���'���'���/1-�

	"�%�#�$"C���,���'���'���/���,���'���'�9�/1-�

���&��0������!�&��� �,���"���"%�#)�$0� �����
��&"���&�$ /��#(�K#(�?&"@�7�� �$)"#%���$"#���� � �E�

19

19



�����		���:��� �
�� " ;�������7"�

<��#�&�#������&�)�������!�&��� ��"��#(�7"�0#"=0�$�>�

��" �" ��#$����  "7$��"!�?�"@��#(�?7"@����������#��2�$'������#8,�/:-�

<��#�&�#������&�)�������!�&��� ��"'�7"��#(�&"�0#"=0�$�>�

&������	!�?�"@��#(�?7"@�����!0$$���#8��#(�#����"��"#�?&"@����� &�$���
20$4�$� ��!���&��������

�����		���:��� �" ;�������7"���������&"�;���������

20

20



�������
����!�&0 ��!���" ��0���"�$�" ��#��$%��"��2 G���$"&�4�# G��(�$ �
!�����# ���(�&�2�� "4�# �

�
!���	"�	��#�������	
 ����������4�#����7$�2�
�

 ��F�##�"&�� ��$%��"��2�

!���	""�	����������	
�

 �����$�%�#�4&���&�# ��0&4�#	

�

 ���0������"&���(�$ �

�
!���	"""�	
������ 	�������	
 ���)��&�2�$�������7$�2 �
�

 ����0 8�$���#8��#(����������"1�������(0&��

21

21



����������
���
������
����
��

��

7� &�

(�C�

��

:���94#&��

:���9��#��

9�

A������!��"!�B�

22

22



��
����������
���
������
����

9�

��

7� &�

(�C�

��

:���94#&��

:���9��#��

23

23



����������
���
������
����
��

A"#"4�$�(" ��"704�#B�
�

7� &�

(�C�

��

�C'7�
:���94#&��

:���9��#��

M� :���$���7���

����6�L�6�M� �I�9�

�

A&�#("4�#�$�
��(" ��"704�#B�

#���&�� �2�$�'�����7 ��)���� �27�$�,M/������&���9��#��
,������/�#�(����������� �2�$��!��2�L�!�����������'��#(�
�����%����"��0 "#%��9'�'���&�

24

24



�		��������N���	����
��

9�

��

��

7�

C�

&�

9'�

�9'�� D�

L�6�M � �I�
A"#"4�$�(" ��"704�#B�

:���"((�#�

:���7 ��)�(�

#���&�� �2�$�'�����7 ��)���� �27�$�,M�/������&���7 E�
,������/�#�(����������� �2�$��!��2�L�!������� ����'��#(�
�����%����"��0 "#%��9'�'���&�,M /��

� � A���# "4�#�2���"&� B�
A�

7 
E�2

��
�"&

� 
B�

25

25



��
��

%
����+	����(�		����!�$$��"#%�" ���(" ��#&��!0#&4�#��#������(%� ��

(9'��:�1�$#�O(��,�9'�/O�I�P�$#�������L9'Q��1�P�$#�������L�'Q�
� Q�"#�M�

� 0�$$�'�����  02���9'�'���&�����!0$$���#8� ����������&�#���1�����
�����������7"����"$���

Q�"#�M�

�������9'��" �����5�"#��(" ��"704�#'��#(�����(" ��#&��7�����#�
$��)� �" ����� 02��!�(" ��#&� ��#����������"#����������

�"�,�	��	���	�����)�	��,�	��#����-�	

.)�����	
�#������&�# ��0&��50 ����������$�%��!��2�
��#(�2� �2�$� >��

26

26



��
��
� 0�$$�'�����  02���9'�'���&�����!0$$���#8� ����������&�#���1�����
�����������7"����"$���

%/� ��+	
����+	
0�1���+	2���3+	���'(�		� �(�����$� �(" ��#&��
!0#&4�#��#(�=0�������� � ��

�� 7�

&�(�
���

�� &�

(�7�
��� D�

�����&�# ��0&4�#���������$�%�'�!��2���$�#�2"�$$��2�#�� �2�$� �

����2�#�����7$�2 �,�E%E���� /�K#("#%��������# "4�#�2���"&� �" �
����2�"#�"  0�D�

.)�����	
�#������&�# ��0&��50 ����������$�%��!��2�
��#(�2� �2�$� >��

27

27



&���	 ������)��	����	��+	�+	���			

;� ;���RC�:�QS���R�OC�:�QS�������R7OC�:�QS��������R&OC�:�QS�

%���#+	���4(�	����2�(�$�" �"(�#4K�7$��,"!��� �����!0$$���#8/�

Q�

&�$02# ��!��C'7��
28

28



��%5�����+	6���+	7��4(�	������" ��#��$%��"��2������
�$���#���

�����$�%�#�4&����������#�����,"!�"� ����# "4�#G�0��0��2���"&� �
����!0$$���#8/�!��2���$�#�2"�$$��2�#�� �2�$� �

.)�����	 �����!0$$1��#8��  02�4�#�#�&�  ���>�

%5�����+	6���+	7��4(�	��" �� ����(�� �#�" �1���"������$���#�����
����2���� ��!���%�#���$�����

��" �1���"���" ��#�"#!�2�0 ����7$�2�"#�$���#"#%'��������,#/��
 �2�$� � 0T&��70������7� ���$%��"��2 ��0#�"#�42��3#G$�%,#/�

	0�����%8�)�+	9����+	2�������+	7��:(	

�"�,�	�3	)�� 	��	�	��� 	�������	��	�)�� 	�������������-�	

29

29



������<������
��	�������	����	��
��
��%!����#����	$����;<55
(��

;���RC�:�QS���R�OC�:�QS�������R7OC�:�QS��������R&OC�:�QS�;�
,5�"#��(" ��"704�#��#�$��)� ��'�7'�&/�

Q�

30

30



��������
���	����
��

�
��

( 
�,2

/�

���"& �,�/�

����&�����"&�" ���(" ��"704�#��#����( �

��/���	 ��)���	��	���)�	���	��	�����	

, ��&�� 4&�$$��%�#�����(/�

����&��(�&02�#�'���� �2�$�������( �
!��2�"� �(" ��"704�#�

31

31



��������
���	����
��

:�
�� <� ��

32

32



��������
���	����
��

:�
�� <� ��

33

33



��������
���	����
��

:�
�� <� ��

34

34



��������
���	����
��

:�
�� <� ��

35

35



��������
���	����
��

:�
�� <� ��

36

36



��������
���	����
��

:�
�� <� ��

37

37



��������
���	����
��

*�
�� <� ��

38

38



��������
���	����
��

*�
�� <� ��

%�� 1)���+	<�)+	9�1� �+	7��7(�	�$%��"��2�!���$���#"#%��0���
���"&�2�(�$ �!��2���$�#�2"�$$��2�#�� �2�$� �,��" �!0$$���#8/�

39

39



��������
���	����
��

*�
�� <� ��

%�� 1)���+	<�)+	9�1� �+	7��7(�	�$%��"��2�!���$���#"#%��0���
���"&�2�(�$ �!��2���$�#�2"�$$��2�#�� �2�$� �,��" �!0$$���#8/�

.)�����	<�����&�#����K#(�������&�#("4�#�$$��
"#(���#(�#����#(�2�)��"�7$� >�

40

40



��������
���	����
��

*�
�� <� ��

%�� 1)���+	<�)+	9�1� �+	7��7(�	�$%��"��2�!���$���#"#%��0���
���"&�2�(�$ �!��2���$�#�2"�$$��2�#�� �2�$� �,��" �!0$$���#8/�

41

41



��������
���	����
��

*�
�� <� ��

%�� 1)���+	<�)+	9�1� �+	7��7(�	�$%��"��2�!���$���#"#%��0���
���"&�2�(�$ �!��2���$�#�2"�$$��2�#�� �2�$� �,��" �!0$$���#8/�

����K� �'� �&�#(��#(���"�(����( �����"#(���#(�#��&�#("4�#�(�
�#��������"&���,�#(�������#(�2� �2�$� �!��2���/��

42

42



������<������
��	�������	����	��
��
��%!����#����	$����;<55
(��

;���RC�:�QS���R�OC�:�QS�������R7OC�:�QS��������R&OC�:�QS�;�
,5�"#��(" ��"704�#��#�$��)� ��'�7'�&/�

Q�

%!)��	$����	5� ���;=>�(��

;���R���"&�:�5S���5��������5����������5�;���������

,5�"#��(" ��"704�#��#�K� �����������( /�

5�

%����)���	>������(��

;���R
9�:�5S�,
�U/5����������,
+U/5�������,

U/5�;�
5�

,&�0#4#%� ��� /�

43

43



�������
����!�&0 ��!���" ��0���"�$�" ��#��$%��"��2 G���$"&�4�# G��(�$ �
!�����# ���(�&�2�� "4�# �

�
!���	"�	��#�������	
 ����������4�#����7$�2�
�

 ��F�##�"&�� ��$%��"��2�

!���	""�	����������	
�

 �����$�%�#�4&���&�# ��0&4�#	

�

 ���0������"&���(�$ �

�
!���	"""�	
������ 	�������	
 ���)��&�2�$�������7$�2 �
�

 ����0 8�$���#8��#(����������"1�������(0&��

44

44



���!��'�F�##�"&�� ��$%��"��2��� �7��#�����8���70��"���� ���&�0&"�$�
��$"2"��4�#E�����

.)�����	<����"!���" �20&��$��%������#�#>�

���:��� �" ;��������"����������"�;��������

��

"�:�-�

������?�"@�����#1("2�# "�#�$�)�&��� �

��" �" �&�$$�(�����������������	&� ����������E%E�����#027����!�!�&��� �
" �20&��$��%������#�����#027����!��7 ��)�4�# D�

"	�)��	�����+	3��	����	��	���� ?�� ��	������@	

45

45



��
�# "(�������A��1��(�����# ����6�
��

���:��� �" ;��������"����������"�;��������

��

�" ;��������"����������"�
"�:�-�

;���������;�

V��,�/��:��� 7" ;�������7"���������7"�;���������

��

,�������7"�:��" ;���������"�
"�:�-�

���
/�

#31("2�# "�#�$�)�&������� ��,5'8/����#����" ��������(0&���!�
����5����#(�8����#��"� ��!��"����������9�����?6��	��� )���

.)�����	
�#����K#(�"� �!�&��� '��)�#�"!���" �20&��$��%������#�#>�

���� �V�W�#�"��7��������#%"#%�"� ��#��"� �"#��������� 1��(�����# ��6�

46

46



��
��.)�����	
�#�������$��F�##�"&�� ��$%��"��2����V��,�/>�

<��#���������#���!�&��� ��7"�:��" ;���������"� $"#���$��"#(���#(�#�>����

/A�����	B��		
#�����?�"@�7���$$�� 3�,��/�)�&��� ��"����9�&�$�������#� �

���#�?7"@�����)�&���"C�4�# ��!6�
��#1C����
�#$��"#�7"�

�#(�����$"#���$��"#(���#(�#��
47

47



��
��.)�����	
�#�������$��F�##�"&�� ��$%��"��2����V��,�/>�

<��#���������#���!�&��� ��7"�:��" ;���������"� $"#���$��"#(���#(�#�>����

/A�����	B7�		

���#�������" ���$"#����(���#(�#&���"���3#����2 6�

�" ;���������"����
�" ;���������"����

.�
"�:�-� "�:�#I-�

,� �2���"&� '�7���� 02��������"(�#4��/�

#�

1�
3#�

:�

����?�-D#@��#(�?�#I-EE3#@�7��������#(�2������#��2�$�7� � �

48

48

K
a

K



�����������������
��
>�C����	����9�)�1��	��1	,81��#8/��!�?7"@�" �����$��%� ��8� E�E�
�)���� ����!�8�)�&��� �" �$"#���$��"#(���#(�#��

7"�:��" ;���������"� 81��#8,?�"@/�:�#����

#�/A�����	B��	81��#8,?7"@/�:���:	 3�,��/�
/A�����	B7�	81��#8,?7"@/�:�3#1-	

������0 8�$���#8��$��� ��  ��0#(������������"1�������(0&�'�70��
 �2�42� �"���)���������#(������&�#��$$���0 ������#($����XX�#�

49

49



��%�����+	5����+	6�� ��+	7���(�	�$2� �� 0��$�'�������0 8�$�

����#8�20$4�$"� �0#(������������"1�������(0&��

!���D�	���� ����!�?�"@��������

7"�:��" ;���������"� �#(�
���

(��,?7"@/�:�.�
" �2�� 0���C����

+0����" ��"�$( ���)�������8�7�0#(��#������� ���	)����		
�!�?7"@D�

D���"&��" ���������#��(�������$��"�����$���#"#%G ��4 4& '�
�����������)���#�� 42���������

50

50



��%�����+	5����+	6�� ��+	7���(�	�$2� �� 0��$�'�������0 8�$�

����#8�20$4�$"� �0#(������������"1�������(0&��

>�C����	�������)���9�)�1��	��1	,81��#8Y/��!�?7"@�" �����$��%� ���
8� E�E��)���� ����!�8�)�&������ �&�#("4�#�#027������2� ���,Y/�

%8���1���+	�����1��+	E�F�����#����+	7��:(�	������70 ����0 8�$��
��#8��$��� �0#(������������"1�������(0&��

%8���1���+	�����1��+	5�����+	E�F�����#����+	7���(�	�0��� ��
����)�&��� �?�"@�����Z1����0�7�(E����#�

81��#8Y,?7"@/�:���

!�����:�#3G3��#(�Y�:���$�,-G#'�Z/��"����A��������� 2�$$�!�"$0����
���7�7"$"���,[/�

51

51



%8���1���+	�����1��+	5�����+	E�F�����#����+	7���(�	�0��� ����
������)�&��� �?�"@�����Z1����0�7�(E����#�

81��#8Y,?7"@/�:���

!�����:�#3G3��#(�Y�:���$�,-G#'�Z/��"����A��������� 2�$$�!�"$0����
���7�7"$"���,[/�

G����	��� ��7�0#( ������� ��������)���"���"#)�� �����������	
!�"$0������7�7"$"��'�70�����#�Y�(���#( �[�

��" �&�#�7���9��#(�(�����#��&�# ��#����(��������"1�������(0&��

��#&�����&�#����$��F�##�"&�� ��$%��"��2����V��,�/��"�����XX�#�

52

52



%8���1���+	�����1��+	5�����+	E�F�����#����+	7���(�	�0��� ����
������)�&��� �?�"@�����Z1����0�7�(E����#�

81��#8Y,?7"@/�:���

!�����:�#3G3��#(�Y�:���$�,-G#'�Z/��"����A��������� 2�$$�!�"$0����
���7�7"$"���,[/�


�����	����������	�$%��"��2�!���$���#"#%�2"9�0�� ��!�#�,-/��
 ����"&�$���0  "�# �"#��#'�"!����"��2��# �����Z1����0�7�(��

��" ��� ��$ ���7��"#�(�"#(���#(�#�$��7��%� ����+	8��1�+	
�����+	6� �������+	E���+	7���(	�

��#&�����&�#����$��F�##�"&�� ��$%��"��2����V��,�/��"�����XX�#�

53

53



���#��\0� 4�# >�
	


)������	
 ����# ���(�&�2�� "4�# �����)�*)��0#(���20&��2����

�

%�#���$�&�#("4�# '�&�2����(����2���"9�(�&�2�� "4�# �
 ��F�##�"&�� ��$%��"��2�,��(" &�)���(�2�#��42� J/'��

�

�#(�"� �2�#�����$"&�4�# �"#�$���#"#%G ��4 4& �
 ��#���(0&�(��3	�� ���	��� �0(���)��&�2�$����

�

���7$�2 �,��XX�#/�
 �������������$%��"��2 �!�����(��18���# �� ���������8�
�"�����:�#.E]-�8>�

54

54



MIT OpenCourseWare
http://ocw.mit.edu

18.409  Algorithmic Aspects of Machine Learning
Spring 2015

For information about citing these materials or our Terms of Use, visit: http://ocw.mit.edu/terms.

http://ocw.mit.edu
http://ocw.mit.edu/terms



